Accenni Storici.

L'Egitto e le sue origini africane.

L'Egitto viene ritenuto la culla di una delle quattro grandi civiltà antiche che si svilupparono lungo le valli dei grandi fiumi dell'Africa e dell'Asia più di cinquemila anni fa:  le altre tre sorsero in India e in Cina.

La civiltà egizia non si manifestò all'improvviso come una civiltà pienamente sviluppata priva di radici africane. La datazione con il carbonio dei reperti di orzo e grano trovati vicino ad Assuan nell'antico Egitto, attesta che un'agricoltura primitiva esisteva già attorno al 16.000 a.C. 

Sebbene non esistano tracce tangibili delle origini di queste comunità neolitiche, le recenti scoperte archeologiche rivelano la possibile appartenenza a gruppi originari della regione del Sahara, un tempo fertile, che l'espansione del deserto costrinse a migrare verso le regioni del sud e dell'est.

Secondo le parole di Erodoto :" Così come l'Egitto era un "dono del Nilo", la cultura e la popolazione dell'Egitto furono inizialmente un "dono" degli altipiani dell'entroterra dell'Africa".

E' importante sottolineare le radici africane della civiltà egizia in modo da controbattere l'opinione che gli egizi fossero per razza, lingua, e anche geograficamente separati dall'Africa.

La rivoluzione urbana dell'Egitto.

Il graduale sviluppo di efficienti metodi di controllo delle piene, dell'irrigazione e della bonifica delle paludi contribuì a un significativo incremento della produzione agricola e ad una sostanziale cooperazione e organizzazione fra villaggi che potevano essere sparsi ovunque. 

Tutto questo contribuì alla costituzione di centri amministrativi che si trasformarono poi in grandi città: fu una vera e propria rivoluzione urbana che trasformò l'Egitto in una delle grandi civiltà antiche.

Tra il 3500 e il 3000a.C le diverse comunità agricole lungo le rive del Nilo furono gradualmente unificate per formare dapprima due regioni, l'Alto e il Basso Egitto, che poi vennero riuniti nel 3100a.C da una figura leggendaria chiamata Menes, proveniente dalla Nubia.

Menes fu il capostipite di una lunga successione di faraoni, in tutto 32 dinastie, che governarono una società stabile e relativamente isolata durante i successivi 3000 anni.

Fino al 1350a.c il territorio dell'Egitto comprendeva non solamente la valle del Nilo, ma anche parti di territori che oggi appartengono a Israele e alla Siria.

Il controllo su una estensione così vasta richiedeva un sistema amministrativo efficiente e ramificato.

Le esigenze dell'agricoltura includevano non solo le bonifiche, l'irrigazione e il controllo delle piene, ma anche la distribuzione delle scarse terre arabili tra i contadini e la costruzione di silos per immagazzinare grano e altri prodotti agricoli.

Erodoto scrisse che:

" Sesostri ( faraone Ramsete II, 1300a.C circa) divise la terra in lotti e la distribuì in parti quadrate di uguale grandezza, dai cui prodotti esigeva un tributo annuo.

Se un appezzamento di un uomo veniva danneggiato dallo straripamento di un fiume il re mandava ispettori per quantificare l'estensione del danno, affinché potesse pagare in futuro un giusto adeguamento del tributo al quale la sua proprietà era stata assoggettata.

Forse fu così che venne inventata la geometria, la quale successivamente passò in Grecia. (Erodoto, Storie II, 109,2-3 ).

Erodoto parla anche della distruzione dei confini di questi lotti a causa degli straripamenti del Nilo, che richiedevano l'impiego di sorveglianti chiamati Harpedonaptai che significa : "coloro che tendono la fune" .Questi funzionari dovevano ricostruire i confini attraverso delle linee con gradazioni e con l'aiuto di un regolo e un compasso.

Esistevano altre occupazioni che richiedevano aritmetica e misurazioni pratiche.

Quando la civiltà egizia fu matura, le pratiche finanziarie e commerciali che esigevano una certa abilità nei numeri ebbero un'evoluzione.

L'istituzione di calendari e la creazione di un sistema unificato di pesi e misure furono frutto di una cultura dei numeri in evoluzione e l'alto livello di questa cultura matematica pratica si ritrova nella costruzione delle piramidi.

 

Fonti della matematica egizie.

Le fonti principali matematiche egizie sono costituite da due Papiri : il "Papiro di Ahmes" e il "Papiro di Mosca".

Il primo è così chiamato dal nome dello scrittore che lo compose, circa nel 1650a.C ed è anche conosciuto con il nome di "Papiro matematico di Rhind", dal nome del collezionista che lo acquistò nel 1858 donandolo poi al British Museum. Il secondo fu scritto nel 1850a.C e venne poi portato in Russia verso la metà del XIX secolo.

I due Papiri contengono una raccolta di 112 problemi (con relative soluzioni).

La frase di apertura del Papiro di Ahmes afferma che questo sarà "uno studio diretto di tutte le cose, la penetrazione di tutto l'esistente, la conoscenza di tutti gli oscuri segreti".

Mentre un esame del Papiro non conferma questo intento, esso rimane, grazie ai suoi 87 problemi e alle loro soluzioni, la fonte più completa sugli esordi della matematica egizia.

Il papiro di Mosca contiene 25 problemi e tra questi due risultati notevoli per la matematica egizia : la formula del volume di una piramide tronca a base quadrata e una importante soluzione del problema di ricavare quello che qualche commentatore ritiene sia l'area della superficie curva di un emisfero.

La registrazione dei numeri egizi.

Nell'antico Egitto si possono distinguere tre sistemi di numerazione differenti :

· Geroglifico ( pittorico )

· Ieratico ( Simbolico )

· Demotico ( popolare )

I primi due fecero la loro comparsa proprio agli inizi della storia egizia.

La notazione ieratica è utilizzata sia nel Papiro di Ahmes che in quello di Mosca.

La variante demotica era un adattamento popolare della notazione ieratica e divenne importante durante il periodo greco e poi in quello romano della storia egizia.

Quello a geroglifici era un sistema di scrittura pittorico dove ogni carattere rappresentava un oggetto.
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Venivano utilizzati simboli separati per rappresentare potenze di dieci dalla 1 alla 7.

 1 era rappresentato con un'unica asta verticale

10 con un pezzo di corda più lungo a forma di ferro di cavallo

100 con un giro di corda avvolto

1000 con un tratto simile ai fiori di loto

10000 era rappresentato con un dito a uncino

100000 con un girino 

1milione con un uomo con le braccia alzate

10 milioni era rappresentato con un'unica asta verticale

Si può osservare che alcuni di questi geroglifici c'è l'idea di fondo della fune la cui lunghezza e forma determina la grandezza del numero rappresentato, in accordo con l'importante compito dei "tenditori di fune" dell'antico Egitto.

Il girino sembra essere stato il simbolo generico per i grandi numeri.

Un uomo con le braccia alzate come stupito forse sta a indicare la vastità o l'eternità.

Il sole nascente potrebbe essere stato associato a una delle divinità egizie più potenti : Ra, il dio-sole.
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Si può rappresentare qualsiasi numero utilizzando l'insieme dei simboli riportati sopra 

276=6+7*10+2*100
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4622= 2+2*10+6*100+4*1000




Il fatto che questo sistema numerico non possedesse uno zero o un suo equivalente posizionale non creò difficoltà. Non era importante l'ordine in cui comparivano i geroglifici, ma la prassi era di sistemarli da destra verso sinistra in ordine di grandezza decrescente. Per addizionare due numeri si raccoglievano tutte le serie di simboli che comparivano in entrambi i numeri, sostituendoli con il simbolo immediatamente superiore quando era necessario. La sottrazione era il processo inverso dell'addizione : si otteneva la scomposizione sostituendo al geroglifico di grandezza maggiore dieci geroglifici del simbolo immediatamente inferiore.

La rappresentazione ieratica era simile per il fatto che era di tipo additivo e si basava sulle potenze di dieci, era però più economica dal momento che molti geroglifici identici venivano sostituiti da un numero minore di simboli o da un simbolo unico. Ecco qui rappresentata una  versione di numeri ieratici :
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Ecco un esempio di come gli Egizi scrivevano il numero 2765 :

Lo stesso numero poteva essere rappresentato anche in ordine inverso :
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E' presente chiaramente l'idea  di un sistema numerico in cifre. La notazione ieratica metteva a dura prova la memoria però era più economica, veloce, concisa e più adattabile ad uno scrittore con penna e inchiostro. Questo è il motivo per cui fu adottata abbastanza precocemente nell'antico Egitto.

Il numero 9999 mediante i geroglifici per esempio avrebbe richiesto 36 simboli, con la rappresentazione ieratica solo 4.

La graduale sostituzione della notazione a geroglifici con quella ieratica può aver ricevuto impulso dalla crescente popolarità del papiro come mezzo di scrittura. A partire dalla I dinastia vennero fabbricati sottili fogli di "carta" biancastra con l'interno del fusto di una pianta a forma di canna che cresceva nelle paludi lungo le rive del Nilo. I giovani fusti venivano tagliati , si toglievano le parti rigide esterne e il tenero midollo interno veniva disteso e battuto fino a quando si trasformava in fogli, mentre la linfa naturale della pianta agiva da collante. Una volta seccata al sole, la superficie destinata alla scrittura veniva raschiata per essere levigata e incollata in rotoli, dei quali il più lungo che si conosce misura più di 40 metri. Su questi rotoli gli egizi scrivevano con uno strumento simile a un pennello, utilizzando come inchiostro un'essenza nera a base di fuliggine e una rossa a base di ocra.

L'aritmetica egizia.

Il metodo di duplicazione e dimezzamento.

Uno dei grandi meriti del metodo egizio di moltiplicazione e divisione è il fatto di richiedere solamente una conoscenza preliminare dell'addizione e della tabella del 2. Il seguente esempio illustra come gli egizi eseguivano moltiplicazioni e divisioni. ( uso per semplicità la notazione odierna ).

Moltiplicare 17 per 13.

Lo scriba doveva prima di tutto decidere quale dei due numeri fosse il moltiplicando. Supponiamo il 17. Lo scriba avrebbe proceduto per moltiplicazioni successive di 17 * 2 cioè continuando a raddoppiare tutti i risultati e si sarebbe fermato prima di arrivare a un numero che superasse il moltiplicatore 13.

1


17

2


34


4


68

8


136
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 1 + 4 + 8 = 13              17 + 68 + 136 = 221

17 * 13 = 17 * ( 1 + 4 + 8) = ( 17 * 1 ) +  ( 17 * 4 ) + ( 17 * 8 ) = 17 +  68 + 136 .

Ogni numero intero può essere espresso come la somma di potenze intere di 2, non si sa se gli egizi conoscessero questa regola generale sebbene la confidenza con la quale affrontavano tutte le forme di moltiplicazione con questo procedimento sembra indicare che ne erano consapevoli. Questo metodo di moltiplicazione costituisce la base del calcolo egizio. Nell'aritmetica egizia il procedimento della divisione era strettamente collegato al metodo della moltiplicazione. Nel papiro di Ahmes una divisione x/y viene preceduta dalle parole "fare calcoli con y per ottenere x". Uno scriba piuttosto che pensare di dividere ad esempio 696 per 29, si sarebbe detto: "partendo da 29, quante volte dovrei addizionare questo numero a se stesso per ottenere 696?" la procedura è quindi simile a un esercizio di moltiplicazione.

Dividere 696 per 29.


1



29


Lo scriba si sarebbe


2



58


fermato al 16 perché


4


       116


il raddoppiamento


8


       232


l'avrebbe portato oltre

        16 


       464


il divisore 29.
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16 + 8 =  24


232 + 464 = 696








29 * (8 + 16) = 29 * 8 + 29 * 16 = 232 + 464 = 696 

Risultato 8 + 16 = 24

Quando uno scriba si trova di fronte al problema di non essere capace di ottenere nessuna combinazione di numeri nelle colonne di destra per arrivare al valore  del dividendo, si dovevano introdurre le frazioni. Il metodo egizio di scrittura dei numeri non ammetteva nessun modo esplicito per esprimere le frazioni. Ma il modo con il quale superarono il problema fu ingegnoso.

La rappresentazioni egizia delle frazioni.

Nel 1927, lo srotolamento di un manoscritto di cuoio, coevo del papiro di Ahmes suscitò una grande eccitazione tra gli egittologi. Molti si aspettavano importanti scoperte. Immaginate il loro disappunto quando tutto quello che apparve fu una raccolta di ventisei semplici espressioni, come 1/10 + 1/40 = 1/8 riportate da uno scriba anonimo e inesperto. All'inizio il parere degli esperti fu di tipo pessimistico, ma gli esami successivi scardinarono questa opinione perché il contenuto del rotolo di cuoio  ha aiutato a chiarire molti calcoli presenti nel papiro di Ahmes.

Il fatto di operare con frazioni unitarie è una caratteristica singolare della matematica egizia, assente in quasi tutte le altre tradizioni matematiche.

Solamente 6 degli 87 problemi contenuti nel papiro di Ahmes non le introducono. La grande importanza delle frazioni può essere spiegata con due argomentazioni: primo in una società che utilizzava  denaro e in cui gli scambi venivano effettuati in natura c'era bisogno di fare calcoli precisi con le frazioni; un secondo motivo deriva dal carattere peculiare della matematica egizia: il procedimento di divisione per due comportava l'uso di frazioni.

Problema numero 25 del papiro di Ahmes 

Dividere 16 per 3

1 3






2


6








4


12









 
2/3


2





 
1/3


1





                                                           

3 + 12 + 1 =16

3 * ( 1 + 4 + 1/3 ) = 3 + 3 * 4 + 3 * 1/3 = 16

Il risultato è 1 +  4 + 1/3 = 5 + 1/3









Questo esempio chiarisce due importanti caratteristiche dei sistemi di calcolo egizi con le frazioni:

· Uno scriba per calcolare 1/3 di un numero doveva innanzitutto trovare i 2/3 di quel numero e poi dimezzare il risultato infatti tranne i 2/3 rappresentati da un apposito geroglifico, la matematica egizia non conosceva frazioni composte: tutte le frazioni venivano scomposte in una somma di frazioni unitarie.

· Per rappresentare frazioni unitarie, gli egizi utilizzavano il simbolo
 cioè  " parte " e sotto di esso mettevano i simboli che corrispondevano al denominatore.
Per esempio per 1/5 e 1/249 erano rappresentati così:


La tabella 2/n: costruzione.

La dipendenza da frazioni unitarie nelle operazioni aritmetiche, insieme al particolare sistema di moltiplicazione, fu la causa di una terza particolarità nel sistema di calcolo egizio: ogni moltiplicazione e divisione che richiedeva frazioni unitarie avrebbe ricondotto al problema di come moltiplicare per due le frazioni stesse. Moltiplicare per due una frazione unitaria con denominatore pari era una semplice questione di divisione per due del denominatore:1/40 *  2 = 1/20 Qui uso la notazione moderna, ma naturalmente dobbiamo pensare alla notazione con i geroglifici o ieratica.

Moltiplicare per due 1/3 non creava problemi di rappresentazione perché come abbiamo già detto la frazione 2/3 aveva il suo simbolo. Era al momento di moltiplicare per due frazioni unitarie con denominatore dispari diverso da 3 che creava problemi nel senso che non esistevano i geroglifici per rappresentarle. Non era ammissibile nel calcolo egizio scrivere 2 volte 1/n come 1/n + 1/n (nel senso di accostare due simboli uguali accanto). Nacque così il bisogno di un prontuario di calcolo che potesse fornire frazioni unitarie appropriate la cui somma fosse 2/n. All'inizio del papiro di Ahmes c'è una tabella di scomposizione di 2/n in frazioni unitarie per tutti i valori dispari da 3 a 101: non contiene nemmeno un errore aritmetico, nonostante i calcoli lunghi e complessi che deve aver comportato la sua costruzione. Con l'aiuto di un computer, è stato calcolato che ci sono circa 28000 combinazioni di diverse somme di frazioni unitarie che possono essere generate per 2/n con n = 3,5,7…

Alcune equivalenze fornite dalla tabella 2/n del Papiro di Ahmes:

2/5


1/3 + 1/5



Non si sa che procedura

2/7


1/4 + 1/28



sia stata adottata, tuttavia

2/9


1/6 + 1/18



nell'altro Papiro c'è una

2/15


1/10 + 1/30


indicazione per quanto

2/17


1/12 + 1/51 + 1/68

riguarda l'uso della formula

2/47


1/39 + 1/141 + 1/470



2/49


1/28 + 1/196

2/(p*q)=1/(p*(p+q)/2) + 1/(q*(p+q)/2)

2/51


1/34 + 1/102

2/55


1/30 + 1/330

2/57


1/38 + 1/114

2/59


1/36 + 1/236 + 1/531

2/97


1/56 + 1/679 + 1/776

2/99


1/66 + 1/198

2/101

1/101 + 1/202 + 1/303 + 1/606

L'ideatore di questa tabella arrivò a una particolare sottoserie di 50 espressioni con frazioni unitarie: una per ogni valore di n dispari. Le frazioni unitarie in questa serie sono ottimali, quantomeno in rapporto ai seguenti criteri di efficienza nei calcoli:

· Vi è una preferenza per i denominatori piccoli non maggiori di 900;

· Una preferenza per combinazioni con poche frazioni unitarie (nessuna espressione ne contiene più di quattro );

· Una preferenza per i numeri pari, specialmente per i denominatori della prima frazione unitaria anche se sono maggiori o possono aumentare il numero dei termini nell'espressione. Per esempio preferivano scrivere 2/17 = 1/12 + 1/15 + 1/68 piuttosto che 1/9 + 1/153

Moltiplicazione e divisione con frazioni unitarie.

Moltiplicare 1 + 1/3 + 1/5 per 30 + 1/3

1


1 +  1/3 + 1/5

2


2 + 2/3 + 2/5 = 2 + 2/3 + 1/3 + 1/15 = 3 + 1/15

4


6 + 2/15 = 6 + 1/10 + 1/30

8


12 + 1/5 + 1/15

16


24 + 2/5 + 2/15 = 24 + 1/3 + 1/15 + 1/10 + 1/30

2/3


2/3 +  2/9 +  2/15  = 2/3 + 1/6 + 1/18 + 1/10 + 1/30

1/3


1/3 + 1/12 + 1/36 + 1/20 + 1/60

2 + 4 + 8 + 16 + 1/3 = 30 + 1/3      

(3+1/15) + (6+1/10+1/30) + (12+1/5+1/15) + (24+1/3+1/15+1/10+1/30) + (1/3+1/12+1/36+1/20+1/60) = 

(3+6+12+24) + 1/5 + (1/15+1/15+1/15+1/10+1/30) + (1/3+1/3) + (1/10+1/30) + (1/12+1/36) + (1/20+1/60) =

45 + 1/5 +  1 + (1/10+1/30) + (1/12+1/36) + (1/20+1/60) =

46 +  1/5 + (1/12+1/36) + (1/10+1/30) + (1/10*1/2 +1/30*1/2) = 

46 + 1/5 + 1/12 + 1/36 + 1/10 + 1/30+ [1/2* (1/10+1/30)] = 

46 + 1/5 + 1/12 + 1/36 + 1/10 + 1/30 + 1/2*[2/15] =

46 + 1/5 + 1/12 + 1/36 + 1/10 + 1/30 + 1/15

Nel corso della moltiplicazione abbiamo le frazioni unitarie equivalenti di 2/5, 2/15, 2/9 e poiché la moltiplicazione in Egitto si basava sul raddoppiamento, era necessaria solamente la tabella 2/n, saper moltiplicare e dividere per due.

Per illustrare la divisione con le frazioni unitarie, prendiamo dal Papiro di Ahmes uno dei problemi più difficili del suo genere, il problema n.33 che può essere enunciato nel seguente modo:

La somma di una certa grandezza con i suoi due terzi, la sua metà e un suo settimo equivale a 37 Qual è questa grandezza?.

Metodo  moderno:

(1 + 2/3 + 1/2 + 1/7)*X = 37

X = 37/(1+ 2/3+1/2+1/7) = 37* 42/97 = 1554/97 = (16*97 + 2) /97=16+ 2/97

Adesso enunciamo il problema nel seguente modo:

Dividere 37 per 1 + 2/3 + 1/2 + 1/7

Metodo egizio:

1

 1 + 2/3 + 1/2 + 1/7

2

2 + 4/3 + 1 + 2/7 = 2+1+1/3+1+ 1/4+1/28 = 4 + 1/3 + 1/4 + 1/28 

4

8 + 2/3 + 1/2 + 1/14

8

16 + 4/3 + 1 + 1/7 = 16+1+1/3+1+1/7 = 18 + 1/3 + 1/7

16 36 + 2/3 + 1/4 + 1/28

Osserviamo che ( 1 + 2/3 + 1/2 + 1/7)*16 = 36 + 2/3 + 1/4 + 1/28. Questa quantità è molto vicina a 37 che è il dividendo, quindi sorgono delle domande:

· Che cosa deve essere addizionato a 2/3+1/4+1/28 per ottenere 1? Con il metodo moderno sappiamo che è 1/21

· Per che numero il divisore 1 + 2/3 + 1/2 + 1/7 deve essere moltiplicato per avere 1/21? La risposta con l'algebra moderna è 2/97 o in frazioni unitarie è     1/56 + 1/679 + 1/776 quindi si ha:

(1+2/3+1/2+1/7)*(16+1/56+1/679+1/776)=

16*(1+2/3+1/2+1/7) + (1+2/3+1/2+1/7)*(1/56+1/679+1/776)=

36+2/3+1/2+1/4+1/28 + 1/21 = 36 + 1 = 37.

Rimane la domanda essenziale: come hanno fatto gli egizi ad affrontare i problema sollevati nei due punti precedenti usando solo gli strumenti di calcolo della loro aritmetica? La risposta ci viene fornita da uno studio di alcuni problemi del Papiro di Ahmes: i problemi dal 21 al 23 sono conosciuti come "problemi di completamento".

Problema 21: completare 2/3  1/5 fino a 1

Problema 23: completare 1/4  1/8  1/10  1/35  1/45 fino a 3

Questi problemi sono identici a quello della domanda espressa sopra di completare 2/3 1/4 1/28 fino a 1

Gli egizi adottarono un metodo per la soluzione che è analogo a quello odierno del minimo comune multiplo:

· Per prima cosa prendevano come numero di riferimento il denominatore della frazione unitaria minore e poi lo moltiplicavano per ogni frazione in modo da ottenere gli "ausiliari rossi" (chiamati perché lo scriba scriveva questi numeri con l'inchiostro rosso).

· Proseguivano calcolando di quanto la somma di questi ausiliari rossi fosse inferiore al numero di riferimento.

· La quantità mancante veniva espressa come una frazione del numero di riferimento per ottenere il completamento desiderato

· Se la quantità mancante risultava essere una frazione non facilmente riducibile, si cercava un altro numero di riferimento che desse ausiliari più convenienti.

Risolviamo con questo metodo il problema 21:

(utilizzo sempre la notazione moderna per capirci)

2/3 + 1/15 + x = 1

numero di riferimento = 15

2/3*15 = 10

1/15*15 = 1 

15x = y

1*15 = 15

10 + 1 + y  = 15 ;
 y = 4 ora bisogna esprimere 4 come frazione del numero di riferimento scelto cioè y = 4/15 = 2*(2*1/15) = 2*(1/10+1/30) (grazie alla tabella 2/n).

la soluzione è quindi 2*1/10+2*1/30 = 1/5+1/15.

Adesso possiamo risolvere il problema di completare 2/3 1/4 1/28 fino  a 1 utilizzando questo metodo:

2/3 + 1/4 + 1/28 + x = 1

osserviamo che 28 non è un buon numero di riferimento dati gli ausiliari rossi che vengono

Viene scelto 42 come numero di riferimento

2/3*42 = 28

1/4*42 = 10+1/2

1/28*42 = 1+1/2

42x = y

1*42 = 42

28 +10+1/2+1+1/2 + y = 42; 40 + y = 42; y = 2

adesso dobbiamo esprimere 2 come frazione di 42 cioè 2/42 = 2*1/42 = 1/21.

Adesso troviamo per quale frazione deve essere moltiplicato 1+2/3+1/2+1/7 per ottenere 1/21 con il metodo egizio. In pratica dobbiamo dividere 1/21 per 1+2/3+1/2+1/7 

Prima moltiplichiamo e poi invertiamo il risultato cioè:

1

1+ 2/3+1/2+1/7

2

2+1+1/3+1+1/4+1/28=4+1/3+1/4+1/28

4

8+2/3+1/2+1/14

8

16+1+1/3+1+1/7=18+1/3+1/7

16 36+2/3+1/4+1/28

1+4+16=21 (1+4+16)*(1+2/3+1/2+1/7)=

1+2/3+1/2+1/7+8+2/3+1/2+1/14+36+2/3+1/4+1/28=

(1+8+36)+(1/2+1/2)+(2/3+2/3+2/3)+(1/7+1/4+1/28+1/14)=

 45 + 1 + 2 + 2*1/14 + 4*1/14 + 1/14 = 48+7*1/14 = 48 + 1/2

Risultato finale 1/(48+1/2) = 1/(97/2) = 2/97 = 1/56+1/679+1/776.

Applicazione delle frazioni unitarie: distribuzione del pane.

L'esclusivo uso di frazioni unitarie nella matematica egizia ha anche un fondamento pratico.

I primi sei problemi del Papiro di Ahemes riguardano la divisione di n pani tra 10 uomini con n=1,2,6,7,8,9.

Prendiamo il problema numero 6 che riguarda la divisione di 9 pani tra dieci uomini.

Approccio moderno:

Calcolare la parte di ciascun uomo cioè i 9/10 di un pane e poi dividere i pani in modo che i primi 9 ottengano ognuno i  9/10 di uno dei 9 pani; l'ultimo uomo viene lasciato con i rimanenti 9 pezzi da 1/10 di pane. Ovviamente l'ultimo uomo con questo metodo di distribuzione è svantaggiato.

Metodo egizio: 

Consiste nel consultare prima di tutto la tabella di scomposizione per n/10 e scoprire che 9/10=2/3+1/5+1/30.

La divisione sarebbe proseguita nel seguente modo: 7 uomini avrebbero ricevuto ciascuno 3 pezzi che erano rispettivamente 2/3, 1/5, 1/30 di un pane; gli altri 3 uomini avrebbero ricevuto 4 pezzi così suddivisi: 2 pezzi da 1/3, un unico pezzo da 1/5 e uno da 1/30.

2/3 
1/5
1/30



Questo è un metodo di distribuzione più           

2/3 
1/5
1/30



soddisfacente rispetto al precedente.
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L'Algebra egizia: gli inizi dell'algebra retorica.

Le regole ideate dai matematici per risolvere i problemi riguardanti numeri di qualsiasi genere possono essere classificate in tre categorie. Durante le prime fasi dell'evoluzione matematica queste regole venivano enunciate oralmente, e consistevano in istruzioni molto dettagliate su ciò che si doveva fare per risolvere un problema, ecco che questo primo approccio veniva chiamato algebra retorica. Con il tempo questo tipo di approccio concedette il passo  all'uso di abbreviazioni per la grandezze e le operazioni ricorrenti annunciando la comparsa di un' algebra sincopata. Nel corso corso degli ultimi cinquecento anni si è sviluppata l'algebra simbolica.

Gli Egizi diedero inizio all'algebra retorica.

Diamo uno sguardo al problema numero 72 del Papiro di Ahmes:

100 pani di pesu 10 devono essere scambiati con un certo numero di pani di pesu 45. Qual è questo numero? ( pesu = misura della leggerezza di una certa derrata, cioè la percentuale del numero di pani prodotti in rapporto a un certo quantitativo di grano; così più alto è il pesu più leggero è il pane ).

Metodo moderno:

45/10*100 = 450

Metodo egizio:

· Trovate l'eccedenza di 45 rispetto a 19: risultato 35.Dividete 35 per 10: risultato 3 + 1/2.

· Moltiplicate il risultato ( 3 + 1/2 9 per 100: risultato 350. Addizionate 100 a 350: risultato 450

· Quindi il cambio è 100 pani di pesu  10 per 450 pani di pesu 45

Spiegazione moderna del metodo egizio.

Siano x, y i pani di pesu rispettivamente p e q. Trovate y conoscendo x, p, q.

( q - p ) / p

[( q - p ) / p]x + x

y = [( q - p ) / p]x + x = (q/p)x

Dopo quattromila anni si osserva che quella che abbiamo in questo esempio è una forma di algebra derivante dalla conoscenza che y/x = q/p implica che
( y - x ) /x = ( q - p ) / p:

Problema numero 26 del Papiro di Ahmes:

Una grandezza e un suo quarto addizionati danno come risultato 15. Qual è questa grandezza?

Metodo moderno: 

x + 1/4x = 15 quindi x = 12

Metodo egizio: 

Lo scriba fece un ragionamento di questo tipo: se la risposta fosse 4, 1 + 1/4 farebbe 5. Il numero che deve essere moltiplicato per 5 per avere 15 è 3, quindi la risposta corretta è 4*3 = 12.

Lo scriba stava applicando il metodo dell'ipotesi falsa che è il sistema più antico e popolare per risolvere le equazioni lineari prima dell'apparizione  dell'algebra simbolica.

La Geometria egizia.

Il termine geometria deriva da due parole greche che significano "terra" e "misura" per indicare che questa materia ebbe origine dalla misurazione dei campi e da altre applicazioni pratiche: fu proprio a causa della necessità di calcolare le aree dei terreni, il volume dei granai e delle piramidi che in Egitto nacque la geometria, assumendo un carattere tipicamente pratico.

I risultati maggiori raggiunti dalla geometria egizia sono:

· L'approssimazione dell'area del cerchio

· La deduzione della regola per calcolare il volume di una piramide tronca

Problema numero 50 del Papiro di Ahmes:

Un campo circolare ha il diametro di 9 kent. Qual è la sua area? ( 1 kent = circa 50 metri).

Metodo egizio: Sottraete 1/9 del diametro cioè 1 kent. Rimangono 8 Kent. Moltiplicate 8*8; il risultato è 64. L'area è quindi 64 setat ( cioè kent quadrati)

Scritto in termini simbolici il ragionamento appena fatto equivale a :

A = [ d - ( d/9)]² =  (8d/9)²  dove d è il diametro 

Metodo moderno: A = πr² = ( 3,142)*( 4,5)² = 63,63 che è vicino al valore calcolato dallo scriba.

Nel metodo egizio c'è una implicita stima di π che può essere ricavata con una semplice equazione:

π(d²/4) = (8d/9)²   risolvendo si ottiene:

π = 4*(8/9) ² = 256/81 = circa 3,1605

Come fecero gli egizi a trovare questa regola? 

Questo è un problema unico tra gli 87 problemi del Papiro di Ahmes per il fatto che viene espresso in forma grafica annotata.

La prima figura rappresenta un quadrato  con quattro triangoli isosceli agli angoli, ognuno con un'area di 9/2 kent quadrati ( o setat ). La rimozione di questi  dà un ottagono regolare ( come si vede nella seconda figura ) con un lato di 3 kent.



L'area dell'ottagono è quindi uguale all'area del quadrato meno l'area totale dei triangoli rimossi cioè scritto con la nostra notazione si ha:

A = 9² - 4 * ( 9/2) += 81 - 18 = 63

Questo è il valore che si ottiene all'incirca stabilendo che d=9 nell'espressione

 A = (8d/9)²  . Quindi l'ottagono rappresenta una ragionevole approssimazione al cerchio inscritto nel quadrato.

L'area di un cerchio di diametro di 9 unità è approssimativamente uguale all'area di un quadrato con il lato di 8 unità.

L a regola egizia per ottenere l'area di un cerchio viene applicata ad esempio nel problema numero 41 del Papiro di Ahmes dove viene calcolato il volume di un granaio cilindrico con diametro di 9 cubiti e altezza 10 ( 1 kent = 100 cubiti ) :

V = (8d/9)²*h = 640 cubiti

Volume di un tronco di piramide a base quadrata.

Enunciamo il problema numero 14 del Papiro di Mosca:

Un tronco di piramide è di 6 cubiti in altezza verticale per 4 cubiti alla base per 2 cubiti alla sommità. Calcolare il volume di questa piramide.

Metodo egizio:

· Elevate al quadrato 4: risultato 16.

· Elevate al quadrato 2: risultato 4.

· Moltiplicate 4 per 2: risultato 8.

· Addizionate 16, 8, 4: risultato 28.

· Prendete 1/3 di 6: risultato 2.

· Moltiplicate 28 per 2: risultato 56

· Ecco che il volume è 56!

Espressione simbolica: 

h = altezza; a = base; b = sommità; V = ( a² + ab + b²)*h/3

L'approccio egizio è equivalente alla rappresentazione simbolica ed è corretto!

La domanda che ci dobbiamo porre è come gli egizi siano arrivati alla formula corretta del volume del tronco di piramide? Ci sono tre spiegazioni principali: tutte partono dall'ipotesi che essi conoscessero la formula del volume della piramide completa, perché altrimenti non si spiegherebbe il fattore 1/3. ( Infatti il volume della piramide completa è V = a²h/3 cioè basta porre b=0 nella formula del volume del tronco di piramide )

· La prima spiegazione suggerisce che il tronco di piramide venisse ridotto in solidi più piccoli dei quali si calcolava il volume per poi fare la somma totale. La critica che si può fare a questa motivazione è che la riduzione della somma dei volumi di tutti i solidi alla formula finale avrebbe richiesto un grado di conoscenza algebrica e raffinatezza che probabilmente gli egizi non avevano.

· La seconda parte dal presupposto che gli egizi avessero scoperto in modo empirico che il volume di un tronco di piramide può essere calcolato come il prodotto dell'altezza di un tronco di cono h,  e la media di Erone delle aree delle basi a² e b². La media di Erone di due numeri positivi x e y è data da (x + y + √xy)/3.

· Per finire c'è l'opinione che il volume venisse calcolato come differenza tra una piramide completa in origine e una più piccola rimossa dalla sua sommità. Questa sembra la spiegazione più plausibile delle tre visto l'approccio " concreto " che gli egizi avevano nei confronti della geometria. 

Aspetto didattico.

Le frazioni egiziane.

Una frazione che viene scritta come somma di distinte frazioni unitarie è chiamata FRAZIONE EGIZIANA.

Abbiamo visto che gli egizi erano abilissimi nell'applicare questo procedimento di scomposizione anche se tutt'oggi non è stato ancora capito quale metodo adoperassero.

L'aspetto interessante è che le frazioni egiziane sono utili anche oggi per due buone ragioni:

· La prima ragione è pratica: supponiamo di voler dividere 5 sacchi di grano tra 8 persone; teoricamente ciascuna persona deve ricevere 5/8 di sacco di grano, ma praticamente prendere in modo esatto 5/8 di sacco di grano non è facile. Il problema si semplifica notevolmente usando le frazioni egiziane.

· La seconda è poter confrontare in modo molto preciso le frazioni usando proprio quelle egiziane.

Problema da proporre nelle scuole elementari o medie inferiori:

Supponiamo che Maria abbia 5 sacchi di grano da dividere tra 8 contadini che hanno lavorato nel suo campo. Maria vuole che ciascuno riceva esattamente la stessa quantità di grano. Osserva lo schema qui sotto


Come risolveresti questo problema in modo da fare delle parti o dei gruppi di parti esattamente della stessa forma e quantità in modo che ciascuna delle otto persone riceva la stessa quantità di grano?

SOLUZIONE:

Basta scomporre 5/8 = 1/2 + 1/8 così 4 sacchi vengono divisi a metà e l'ultimo sacco viene diviso in otto parti.

Quindi ciascuna persona riceve mezzo sacco di grano più un ottavo di sacco di grano. 

VANTAGGIO: Prendere metà di sacco di grano è a livello pratico molto più semplice che prenderne i 5/8 e  questa semplice operazione viene fatta su ben 4 sacchi! Solo un sacco va diviso in otto parti.

Esercizio: risolvi lo stesso esercizio cercando ora di dividere 3 sacchi tra 4 persone! Fai anche un disegno schematico e spiega i vantaggi a livello pratico rispetto al metodo tradizionale!

Confrontare le frazioni.

Quale frazione e più grande ad esempio tra 4/5 e 3/4 ?

Metodo dei decimali:

3/4 = 0.75



4/5 = 0.8

Quindi si vede che 4/5 > 3/4

Metodo delle frazioni equivalenti:

m.c.m (4,5) = 20

3/4 = 15/20

4/5 = 16/20
Quindi si vede che 4/5 > 3/4

Metodo delle frazioni egiziane:

3/4 = 1/2 + 1/4

4/5 = 1/2 + 1/4 + 1/20 
qui si vede che 4/5 > 3/4 esattamente di 1/20

Osservazioni: Confrontare le frazioni usando quelle egiziane non è conveniente rispetto agli altri due metodi, anzi secondo il mio parere è più noioso e il rischio di commettere errori è maggiore. Tuttavia penso che sia un ottimo esercizio di calcolo per i ragazzi utile a imparare le tabelline, le operazioni con le frazioni e ad avvicinarli alle culture diverse dalla nostra.

Esercizio: Risolvi usando tutti e tre i metodi esposti precedentemente i seguenti esercizi:

Chi è maggiore 4/7 o 5/8 ?

Chi è maggiore 3/11 o 2/7 ?

Adesso dobbiamo capire se esiste un metodo per rappresentare una certa frazione come somma di frazioni distinte unitarie. Non si sa come facessero gli egiziani, comunque è stato dimostrato da Fibonacci che ogni frazione del tipo a/b < 1 è sempre scrivibile come somma di frazioni distinte unitarie.

Si dimostra anche che esistono infiniti modi di scomposizione.

DIMOSTRAZIONE:

Data una frazione a/b < 1:

· Se a = 1 ok è già una frazione unitaria

· Se a > 1, allora visto che a/b < 1 si ha a<b, in questa situazione si ragiona così:

· Si cerca la frazione unitaria 1/u¹ tale che 1/u¹ < a/b < 1/(u¹ -1) cioè si cerca la frazione unitaria più grande possibile, ma minore di a/b

· Si sottrae 1/u¹  da a/b e si trova una frazione rimanente R = a/b - 1/u¹.

·  Se R è unitaria allora il procedimento è terminato e abbiamo scritto a/b come somma di due frazioni unitarie a/b = 1/u¹  + 1/u² con R = 1/u².

· Se R non è unitaria allora si ripete l'algoritmo fatto con a/b su R che sarà del tipo a'/b' con a' > 1 e a' < b'.

· Il procedimento termina quando si trova una frazione rimanente unitaria.  

Adesso spiego perché il procedimento termina:

La serie di frazioni unitarie che viene fuori applicando questo algoritmo è strettamente decrescente cioè si arriva a scrivere:

a/b =  1/u¹ + 1/u² + … + 1/uⁿ  con u¹ < u² <… < uⁿ  

dove 1/u¹ < a/b < 1/(u¹ -1) quindi si ha che:

a/b - 1/u¹ = R PRIMO RIMANENTE sono tutte quantità positive quindi

R< a/b.

a/b = 1/u¹ + R se R non è unitaria ripeto l'algoritmo con R e trovo R' < R proprio per quello appena dimostrato cioè che la frazione rimanente è sempre minore della frazione di partenza che voglio scomporre. Quindi si può scrivere che R = 1/u² + R' < a/b = 1/u¹ + R e sapendo che R' < R e R < a/b si ricava che 1/u²  <  1/u¹  procedendo così si arriva a dimostrare che   

1/u¹ < 1/u² <… 1/uⁿ cioè una successione strettamente decrescente e quindi alla fine otterrò una frazione rimanente unitaria.

Esempio: Scomporre come somma di frazioni unitarie la seguente frazione usando il metodo descritto precedentemente.

521/1050

· 521/1050 < 1

· 1/3 < 521/1050 <1/2

· 1/u¹ = 1/3

· 521/1050 = 1/3 + R

· R = 521/1050 - 1/3 = (521-350)/1050 = 171/1050 = 57/350

· R non è unitaria allora ripeto l'algoritmo con R

· 1/7 < 521/1050 < 1/6

· 57/350 = 177 + R'

· R' = 57/350 - 1/7 = (57-50)/350 = 7/350 = 1/50

· R' è unitaria allora l'algoritmo è terminato

· 521/1050 = 1/3 + 1/7 + 1/50

Adesso faccio vedere che ciascuna frazione della forma a/b con a < b ha infiniti modi di essere rappresentata come somma di frazioni unitarie.

Tutto discende dal fatto che vale la seguente uguaglianza:

1 = 1/2 +1/3 + 1/6

ad esempio consideriamo 3/4 = 1/2 + 1/4 = 1/2 + (1/2+1/3+1/6)/4 quindi si ha che:

3/4 = 1/2 + 1/8 + 1/12+1/24 posso ripetere il procedimento appena applicato con ciascuna frazione unitaria, ottengo infiniti modi di scrivere 3/4. 

Pietro Bonfigli

